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MODULER ARITMETIK

TANIM: m # 0 bir tamsay1 olsun. a,b € Z i¢in a = b(mod m) = m|a — b ile tanimlanir
ve “aile b mod m ye gore denktirler” denir.

ONERME: Yukarida tanimlanan “=" bagintis1 Z’de bir denklik bagntisidur.
ISPAT: =" bagmtisinin denklik bagitisinin kosullarini sagladigini gsterelim:

i.  Yansima:Va € Zigin m|0 = a — a oldugundan a = a(mod m)’dir.
ii.  Simetri:a,b € Zicin a = b(mod m) olsun.
O halde m|a — b’dir=a—b=mk ,k €EZ
zu =—(a—b) =—(mk) =m(-k),—-k €L

=>m|b—a
= b = a (mod m)
iii.  Gegisme: a,b,c € Zi¢in a = b (mod m) ve b = ¢ (mod m) olsun.
2>a—-b=mkve b—c=mt, k,t€eZ
=>(a—-c)+(b—-c)=mk+mt, k,t €Z

= a—-c=m(k+t),k+tel

= m|a — c dir. Dolayisiyla a = ¢ (mod m) olur.
O halde tanimlanan “=" bagintist bir denklik bagintisidir.
ONERME: Eger a = b (mod m) ve ¢ = d (mod m) ise;

(i) a+c=b+d(modm)
(i)  ac = bd (mod m) dir.

ISPAT: () a = b (modm),c=d (modm) >mla—b, mlc—d
2>a—-b=mk,c—d=mt ,k,t€Z
2>a—b+c—d=mk+mt
>(a+c)—(b+d)=m(k+t), k+teL
>m|(a+c)—(b+d) (modm)

=2>a+c=b+d (modm)



(i) a=b(modm), c=d(modm) > mla—b , m|c—d
=2>a—b=mk,c—d=mt k,teZ
0 = bc — bc olarak alahm: ac —bd = ac + 0 — bd = ac + bc — bc — bd

=(a—b)c+ (c—d)b
= (mk)c+ (mt)b k,t€ZL
= m(kc + tb)

= ac — bd = m(kc + tb)

= m|ac — bd

= ac = bd (mod m)

NOT: “=" bagintis1 denklik bagintisinin kosullarina ek olarak;

a =b (mod m),c = d (mod m) oldugunda ac = bd (mod m) kosulunu da sagladigindan

ayni zamanda bir kongruens bagintisidir.

TANIM: Zdeki “=” denklik bagintisinin belirttigi denklik smiflarina m modultne gore

(mod m) kalan siniflar1 denir. Ve tiim kalan siniflar1 kiimesi Z,,, ile gosterilir.
a € Z olmak tizere a’nmin denklik smifia = {x € Z: m|a — x} seklinde gosterilir.
TEOREM:a=c(modm) ©a=c¢
ISPAT: (=) a = c (mod m) olsun. b € @ alalim.
=>mla—b
= b = a (mod m)

a = c (mod m) _ _ .
b = a (mod m)} b = ¢ (mod m) = b € ¢ olur. Dolayisiyla a € ¢ "dir.
Benzer sekilde ¢ € a oldugu gosterilir. O halde a = ¢ ’dir.

(&) @ = ¢ olsun. Yansima 6zelliginden a = a (mod m) oldugundan a € a ’dir. Buradan

a € ¢ olur. O halde m|c — a = a = ¢ (mod m) ’dir.



SONUC: Her a,b € Z,, icinyaanb = @ yadaa = b “dir.
ISPAT: Kabul edelimki @ n b # @ olsun. ¢ € Z olmak lizere ¢ € a ve ¢ € b dir.

= ¢ = a (mod m) ve ¢ = b (mod m)
=>a=b(modm) (simetri ve gegisme dzelliginden)
=a=>b dir.
SONUC: m>1 bir tamsay1 ve modiilo m kongruenslerini ele alalim.
(i) a herhangi bir tamsay1 ve r de a nin m ye bélumunden kalan ise @ = r dur.
(i) Kesinlikle n tane farkli kongruens siniflar1 vardir. Bunlar 0,1,2, ...,m—1 dir.
ISPAT:

(i) a € Z alalim. Bolme algoritmasindan a =mq +r,0 <r <m Yyazabiliriz. Buradan
a—1 =mgqolup a =r (mod m) oldugu goriiliir. Bir dnceki teoremden de ‘a = 7’ dir.

(i) @ herhangi bir kongruens sinifi olsun. (i) den @ = ,0 < r < m yazabiliriz. O halde
a; 0,1,2,..,m— 1 lerden en az birine esit olmalidir.

Ispatl tamamlamak icin 0,1, 2, ...,m — 1 siniflarmin hepsinin birbirlerinden farkli oldugunu
gostermeliyiz. Kabul edelim ki; t,s € Z icin 0 < s < t < m olsun.

>t—s €Ztvet—s <m’dir.
>mitt—s =t %s (modm)olur.

0,1,2, ..., m — 1’lerden herhangi iki tanesi birbirine esit olamaz. O zaman 0,1,2,...,m — 1
denklik smiflar1 birbirinden farklidir. O halde Z,, = {0, 1, 2, ..., m — 1} seklinde yazilir.

TANIM: @,b € Z,, icina @ b =a + b ile tanimlanir.

ISPAT: vV a,b,c,d € Zy, igin; (a@,b) = (¢,d) olsun.
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= c>a=c(modm)emla—cea—c=mx,x EZ ©a=mx+c

S|

=d= b=d(modm)em|lb—-deb—-d=my,y€EZeb=my+d

>a+b=mx+c+my+d=mx+y)+c+d=>a+b=c+d(modm)
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oldugundan Z,, iizerinde tanimladigimiz € iglemi iyi tanimldir.



TANIM: @, b € Z,, icin; a © b = ab ile tamimlanr.
ISPAT: vV a,b,c,d € Zy, igin; (a@,b) = (¢,d) olsun.
s> a=cea=c(modm)emla—cea—c=mx,x€Z ©a=mx+c

b=d=> b=d(modm)emlb—deob—-d=my,yeEZSb=my+d
= ab = (mx + c)(my + d)

= ab = mxmy + mxd + cmy + cd
= ab = m(mxy + xd + cy) + cd

= ab = cd (mod m)

Q

=ab=c
= a® b =¢ O doldugundan Z,, iizerinde tanimlanan © islemine gore iyi tanimlidir.

ONERME: Z,,” de @ isleminin su 6zellikleri vardir. V @, b, ¢ € Z,, igin;

) adb=b@a (degisme Ozelligi)
i) a@(bdc)=(@db)dc (birlesme dzelligi)
i) a®o0=0@a=a (0 etkisiz eleman)
iv) a@x=x@®a=0 olacak sekilde 3 ¥ € Z,, bulunabilir. (ters eleman)

ISPAT:
(i) Va,b € Zigin, a+ b = b + a oldugundan,;

a@®b=a+b=>b+a=>b® aeldeedilir.

iad(bde)=adb+c)=a+(b+c) ve
(@®b)®c=a+b®c=(a+h)+c dir.

Z de + nin birlesme 6zelliginden dolay1 istenen esitlik elde edilir.
(iii) a ® 0 = a + 0 = a oldugu agiktir.

IV) V a € Z igin, a nin ters isaretlisi - a ile gosterilirse a + (—a) = 0 dur.

Buradan a @ (—a) = a + (—a) = 0 bulunur. O halde @ nin tersi =a smifidr.



NOT: Z,, de tanimlanan @ islemine gore yukaridaki 6zellikler saglandigindan (Z,,,) bir
degismeli gruptur.

ONERME: Z,, de ® isleminin su 6zellikleri vardir. V @, b, ¢ € Z,, icin;

i) a®Ob=bOa (degisme ozelligi)

ii) aO(bo¢)=(a®b)Ocdir. (birlesme 6zelligi)

i) a@®@l=10a=a (1 birim eleman)

iv) a@®0=00a=0 (0 yutan eleman)
ISPAT

i) aO(boe)= (bc) = a(bc) = (ab)c = (ab) ©Oc = (@O b)Oc
i) a®@l=al=a
iv) a@a®0=a0=0

NOT: Z,, de tanimlanan © islemine gore yukaridaki ozellikler saglandigindan (Z,,, ©) bir
degismeli monoiddir.

ONERME: .V @, b, € Z,, icin;

a@Q(bdc)=(a O b)d@O?)dir. (O isleminin @ islemi iizerine dagilma dzelligi)

ISPAT:a O (b®c)=a@ (b+c)=alb+c) ve
(@ ® b)® (@a®¢) =ab @ ac = ab + ac dir.

Z de, garpmanin toplama iizerine dagilma 6zelliginden istenen esitlik elde edilir.

NOT: Yukaridaki énermeler goz oniine alindiginda (Z,,,,®,©) nin bir halka oldugu anlasilir.
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TANIM: Z,, de kendileri 0 dan farkli oldugu halde ¢arpimlar1 0 olan siniflara sifir bélen

siniflar denir.

l

2+0 ve 4# 0olduguhalde 2@ 4=00lur.4#0ve6 # 0icin 4O 6 =0 dir.
ONERME: a = b (mod m) = (a,m) = (b,m)

ISPAT:a=b (mod m)>mla—b=>a—-b=mk=>b=a—-mk ,k€Z

(a,m) = d olsun.

d|a,d|m oldugundan d|a —mk = b = d|b olur. O halde; d, b ile m nin ortak bolenidir.
Kabul edelim ki; t herhangi bir ortak bdlen olsun.

tlbvetim =tlb+mk =a

=>tla =t|d =(a,m)=>d=(b,m)

TANIM: a € Z,, smifi i¢in (a,m) = 1 ise a smifina asal kalan simifi denir. Z,, nin bitln

asal kalan siiflar1 Z;, ile gosterilir. Ayrica m modulii asal ise Z}, = Z,, \ {0} dir.

ORNEK: Z, = {0,1, 2,3} icin Z;, = {1, 3} dur.




TEOREM: iki asal kalan smifinin ¢arpimi da bir asal kalan sinifidir.

ISPAT: a,b € Z;, olsun. (a,m) = (b,m) = 1 oldugundan, xa + ym = 1 olacak sekilde
Ax,y € Z bulunabilir. Bu esitligin her iki yanin b ile ¢arparsak;

b = xab + ymb elde edilir. (ab, m) = t olarak kabul edelim.

= t|ab ve tm olur

= t|b ve t|m

= (b,m) = 1 kabul ettigimizden t = 1 olmalidir. Yani (ab, m) = 1 olur.

O halde ab = @ © b olur. iki asal kalan siifinin ¢arpimi da bir asal kalan smifidr.

ONERME: Z,, deki 0 den farkli bir kalan sinifinin sifir blen olmasi icin gerek ve yeter

kosul asal kalan sinifi olmamasidir.

ISPAT: (=) 0 # a € Z,, bir sifir blen olsun. O halde ab = 0 olacak sekilde bir b € Z,,

bulunabilir.

a nin bir asal kalan sinifi oldugunu kabul edelim. Yani (a, m) = 1 olsun.
a®b=ab=0=m|ab ve (a,m) = 1 oldugundan, m|b yani b = 0 celiskisi elde edilir.
O halde kabuliimiiz yanlistir. @ bir asal kalan sinifi degildir.

(&) 0 # a asal kalan sinifi olmasin. O halde (a,m) = d > 1 dir.

a # 0 oldugundan, m }t a dir. Buradan d # m bulunur.

(aam)=d=>m=dm', a=da've (a’,m') =1, Ja’,m’ € Z bulunabilir.

am’' = da’ m' = a'm esitliginden @ © m’ = 0 bulunur. m’ # 0 oldugundan, sonug olarak

a nin bir sifir bélen oldugu anlagilir.
TANIM: @ € Z,, olsun. a ® ¢ = 1 olacak sekilde 3 ¢ € Z,, varsa € ye a nin tersi denir.

ONERME: Z,, deki bir kalan sinifinin tersinin olmasi igin gerek ve yeter kosul bir asal kalan

sinifi olmasidir.



ISPAT: (@) a€Z, nn tersi var olsun. Yani a® ¢ =1 olacak sckilde 3¢ € Z,
bulunabilsin. @ nin bir sifir bélen olmadigini gosterirsek bir 6nceki dnermemize gore bir asal

kalan sinifi olur.

Bir 0 # b € Z,, icin, @ © b = 0 oldugunu kabul edelim. Bu esitligin her iki yanin1 @ nin tersi
¢ ile carparsak; ¢ © (ab) = (¢a)b = 1b = b = 0 celiskisi elde edilir.

O halde @ bir sifir bolen degildir. Dolayisiyla a bir asal kalan sinifi olur.

(&) a bir asal kalan sinifi olsun. Bu takdirde (a,m) =1 ve xa + yb = 1 olacak sekilde
3 x,y € Z bulunabilir. Buradan, xa = 1 (mod m) veya x © a = 1 elde edilir. O halde a nin

tersi mevcuttur.
SONUGC: m asal tam say1 ise Z,, deki sifirdan farkli her kalan sinifinin tersi mevcuttur. Yani

m asal tamsay1 ise Z,, bir cisimdir.
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ALISTIRMALAR

1. 74, de 3x + 2 = 6 denklemini ¢oziiniz.
COZUM: 3x+2 = 6 = 3x = 4 ve Z,, de 3 smufi asal kalan sinifi ve tersi 4 olup
denklemin her iki tarafin1 4 ile carparsak denklemin ¢oziimii X = 4.4 = 5 olarak

bulunur.

2. a = b (mod 2n) ise a? = b?(mod 4n) oldugunu gosteriniz.
COZUM:a=b(mod2n)>2n|la—b=>a—-b=2nk,k€Z=>b=a-2nk
b? = (a — 2nk)? = a? — 4nka + 4n*a?
= a’—b?=4n(ka—na®) , ka—na’*€Z
= 4n| a? — b?
= a? = b? (imod 4n)

3. Zs de (a + b)® denklemini ¢oziiniiz.
COZUM: (a+b)°® = (3)a® + ($)a*b + (3)a®b? + (3)a?b® + ()ab* + (3)b°
= a® + 5a*b + 10a®b? + 10a®b>® + 5ab* + b°
oldugundan Zs de denklemin ¢ézimi a® + b° dir.
4. an =bn (modm) & a = b (mod %) oldugunu gosteriniz.
COZUM: (=) (m,n) = d olsun.
= d|lmved|n
>m=dm'ven=dn', m',n' €Z vardir. Butakdirde (m’,n") = 1 olur.
an = bn (mod m) = m|n(a—b) > m'|(n"(a—»b)) = m'la—b = a=b (modm')
(&)a=b(modm')>m'la—b = m'|n'(a — b) olacagindan d ile garparsak,

m|n(a — b) = an = bn (mod m) elde edilir.
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